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����� ������� 

��������� ��� ���� 

� ������ ������� ���������� 

��� ��� ���������� 

������� ���������� ���������� �� � ��������� ���� �� �������� ��� ���������� �� � ����� ���� �� ���� � 
���������� ����� ��� ��� ���� ���������� �������� ��������� �� ���� ���� �� ������������ �� ���� ������ 
�������� �� ������ xi� i = 1...N � ��� �� ���� ���� ��� ����������� ������� �� ���� �������� ���������� ���� 
x �� 

f(x; θ) 

��� ���� ��������� ������ θ� ��� ���� �� ������� ���������� ���������� �� �� ���� ��� ��������� ������ 
θ̂ ���� ��������� ��� ����������� �� ��������� ��� ������ ���� �� �������� ��������� ��� ���������� �� 
��������� ��� xi ���� �� ��� ��� ��� ����������� �� ��� ��������� ������ �� θ �� 

Li = f(xi; θ) 

��� ����� ����������� ��� ����������� ����������� ����� ��� ���������� ��� ��� ����� ������ �� ���� ��� 
������� �� ����������� ������ ��� ������������� 

L = Li = f (xi; θ) 
i i 

��� ������� ���������� ��������� ����� �� ���� ��� ��������� ������ ���� ��������� ���� ����������� 

θ̂ML = arg max f (xi; θ) 
θ 

i 

�� ����� ��� �� ���������� �� ���� ���� ��� ��� �� ��� ���������� ��������� ���������� � �������� �� ���������� 
�� ���������� ��� ��� ����� ��� �� � �������� ���������� ��������� ��� ������ ���� �������� ��� ������� ���� 
���������� ����������� ���� � ���� �� ��� ��������� ����� 

θ̂ML = arg max log f (xi; θ) 
θ 

i 

�� ���� �� ����� �������� ��� ������������ �� ��� ���� ���������� ����� ���� ���������� ���������� ��� �� 
��������� ���� ��� 

�� ���������� 

� 
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�� ������� 

�� �������������� ������ 

������ ���� ������� ��� ������� �� ��� �� ���� ������������ �������� ��� ���� �� �� ������ �� ���������� 
��� ��������� ��� ��� ���������� �� ���� ����� ����������� ��� �� ���� ��� �� ����� �� �� ���� ���������� 
������ 

��� �������� ������ 

�������� �� � ���������� ������� �� ������� ����������� �� �� ���� ��� ���������� ��������� � ������ ������ 
������� ��� ������������� ����� �� ��� ���� ����������� � ��� ����������� �� ��� ����� ��� 

yi 
∗ = Xi

�β − �i� �i|Xi ∼ N 0, σ2 

����� yi 
∗ �� � ������ ������������ ���������� ��� ����������� � �������� �� ����������� �� �� yi 

∗ �� ��������� ��� 
����� ����� ����������� � ����� Xi �� � ������ �� �������� ���������������� �� ���� �� �������� β �� ��������� 
��� ��� X�� ����� ��� ������� ������� ������� �� ��������� yi 

∗� �� ������� 

yi = 1 {yi ∗ > 0} 

���� ��� �� ��� ���� �������� ������ ������� ��� ��� �������� ������������� ����� ���� ��� ������ Xi� 

���� ���� �� ���� ������� � ���������� ���� ��� �i � ��� ������ ������������� ���� �� ���� ����� ��� ����� 
� ������� �� ����� ���� ����� ������������ �� �i ������� � ���� � ������� ����� ������������ ��� ����� �� 
������ �������� ���� ���� ���� �� ���� ���� �� ���������� ����� ��� ����� ������������ ����������� �� Xi� 
�� ���� �������� �� ����� ����������� ���� �� �� ������ ���������� ��� ������������ �� X� 

������������ �� Xi� �� ��� ��� ��� �������������� ���������� �� ���� ��� ��� ����������� �� ���� ������ �� 
� �������� �� ��� ��������� ������ β� ���� �� 

Pr [yi = 1|Xi] = Pr [yi 
∗ > 0|Xi] 

= Pr [Xi
�β > �i|Xi] 

= Pr Xi
�β 

> �i 
σ σ 

βXi
�

= Φ σ 

����� Φ �� ��� �������� ������ ���� ���� ����� ������� �/σ ������� � �������� ������ ������������ ����������� 
�� Xi� ���������� ��� ����������� �� �� ������� �� ���� �� 

βXi
�

Pr [yi = 0|Xi] = 1 − Φ σ 

��� ���������� ��� �� ���������� ������������ ����� �� ��� ����������� �� ��������� ��� ����� �� yi ���� �� 
�������� �������� ��� � ����� ��� �� ����������� �� ���� ⎧ � � ⎨Φ X

σ 
i
�β 

, yi = 1 
X�β

Li(β, σ) = ⎩1 − Φ 
� 

σ 
i 

� 
, yi = 0 

� 
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� � �� 

� � 

� � 

��� ���������� ��� ��� ����� ������ �� ���� ��� ������� �� ��� ���������� ������������ 

� � � � � � �� 
X�β X�β L(β, σ) = Φ σ 

i 1 − Φ σ 
i · 

yi=1 yi=0 

����� �� ��� ���� ����� �� 

� � 
Xi

�β 
�yi 

� � 
Xi

�β 
��1−yi 

L(β, σ) = Φ 1 − Φσ σ 
i 

���� ���� β ��� σ ��� ��� ���������� ���������� ���� ������ ������ �� � ������ �� ��� ��������� ��������� 
σ = 1 ��� ��������� β �������� �� ��� �������� ��������� �� �i� ������ ����� �� ��� ����� ��� ������� 
���������� ��������� �� β �� 

β̂ML = arg max (yi · log Φ (Xi
�β) + (1 − yi) log [1 − Φ (Xi

�β)]) 
β 

· 
i 

��� ���� �� ���� ������� ���� ������� �� ��� �������� �� β ��� 

⎛ � � � � ⎞ �⎝ 
yi · φ Xi

�β̂ (1 − yi) · φ Xi
�β̂ ⎠ = 0 

Φ(Xi
�β̂) 

· Xi − 
1 − Φ(Xi

�β̂) 
· Xi 

i 

����� ��� �� ���������� �� 

� yi − Φ Xi
�β̂ � � 

i Φ(Xi
�β̂) 

� 
1 − Φ 

� 
Xi

�β̂
�� · φ Xi

�β̂ Xi = 0 

���� �������� ��� �� ������ ����������� ��� β̂� 

��� ���� ���� �� ������� ��� β�� ���� �� ��� ���� ������� ���������� ���������� ��� ��� ��� ������ �� 
��� X�� �� ��� ����������� �� �������� ��� ����������� ������ ���� ��� ������ �������� ��� �������� ����� �� 
� ����� ������� �� X �� ��� ����������� �� �������� ����������� � �� 

∂Pr [yi = 1|Xi] 
β)

∂Xik 
= φ (Xi

� · βk 

������ ��� �������� ������ �� ������� ��� ���� ����������� ���� ���������� �� ��� �������� �� � �������� �� 
Xi� �� ��� ��������� ���� �� � ������ �� �������� �������� ������� ��� ���������� ���� ��� �� ���������� 
�������� ��� 

������� �������� ������ E ∂Pr[yi=1|Xi] = E [φ (Xi
�β) βk]∂Xik 

· 

∂Pr yi = 1 Xi = X̄ � 
¯

� 
�������� ����� �� ��� �������� 

∂Xik 

|
= φ X �β · βk 

����� ���� ��� �� ��� ����� ������ ������� ���� ���� �� ������ ���� ��������� �� β� �� �� ��������������� �� 
�������� ������ ���� 

� 



� 

� ���������� �� ��� ����������� �������� 

�� �������� ������� ��� ����������� �������� �� ������ �� 

e(p1, .., pN , ū) = min pixi 
x 

i 

���� 

u (x1, ..., xN ) ≥ ū

���� ��� ��� ����������� �������� �� ��� ���������� ��������� �� ��� ����������� ������������ �������� 
��� ����� ������� �� ����� �� ��� ������� ������ �� ������ ������ �� ������� � ����� ������� ������ ��� 
���������� �� ���� ������� ��� ����������� �������� xi

c(p, ū)� 

����� �� ���� ����� � ������ �� ������ ���������� �� ��� ����������� ��������� 

��� �������� �� ���������� ����� 

���������� ����� ���� ���� 

∂e(p, ū) 
∂pj 

= xj
c(p, ū) 

�� ������ ��� ���������� �� ��� ����������� �������� ���� ������� �� ��� ����� �� ���� j �� ����� �� ��� 
�������� ������������� ������ ��� ���� j� 

�� ���� ���������� ������ �� ��� ��� ��� ��������� �������� 

�������� ������� ��� ����������� ������������� �������� ��� ������� 

V (α) = min f(x; α) 
x 

���� 

g(x; α) ≥ 0 

��� x∗(α) �� ��� ���������� ���� 

∂V (α) ∂f (x∗(α); α) ∂g (x∗(α); α) 
= 

∂α ∂α 
− λ 

∂α 

����� λ �� ��� �������� ���������� ��� ��� �������� 

����� ����� ���� �������� ��� ���������� �� 

L = f(x; α) − λg(x; α) 

�� ��� ���� ��� 

∂f ∂g 
= λ 

∂x ∂x 

� 



� 

g(x; α) = 0 

�� ���� �� ��� ��� ���������� �� ��� ��������� ��������� �� ���� 

V (α) = f (x∗(α); α) 

�� 

∂V ∂f dx∗ ∂f 
∂α 

= 
∂x 

· 
dα 

+ 
∂α 

�������������� ��� ������ ���� �� ���� 

∂g dx∗ ∂g 
∂x 

· 
dα 

+ 
∂α 

= 0 

dx∗ ∂g/∂α 
= ⇒ 

dα 
= − 

∂g/∂x 

�������� ���� ��� ��� ���� ��� ���� ��� ���������� �� �������� ������ 

∂V ∂g ∂g/∂α ∂f 
∂α 

= −λ
∂x 

· 
∂g/∂x 

+ 
∂α 

�� 

∂V ∂f ∂g 
= 

∂α ∂α 
− λ · 

∂α 

����� �� ���� �� ������ �� ������ ���� ���� ���� ��� ��� ������ ���� ��� �� ����� ���� �� ���� ��� �������� 

�� ��� ���� ����� ���� �� ��� ����������� �������� �������� ����� 

f(x; α) = pixi 

i 

g(x; α) = u(x) − ū


V (α) = e(p, ū)


��� α �� ��� ���������� �� �� pj � ��� ����� �� ���� j� ���� ���� ��� ������ �� g� �� �� ��� ���� ���� ���

������� ���������� �� f �� ������ 

∂e c 

∂pj 
= xj 

���� �� ���������� ������ ��� ��������� �� ������ ���������������� �� ��� ����� �� ���� j ��������� �� � 
������� ��� ���� ����� �� �� ���� ��� ������ ��� �������� �� ������� ��������� ���� ��������� �� xj

c� ��� 
�������� ��� ���� ����������� ����� ��� ����� ������� ��� ����� ��� �� ������� �� � �������� ����� ������� 
�� ��� ����������� ������ ���� �� ���������� ����� �� ��� ����� �� ��� ��������� ��������� 

�




� 

��� �������� �� ��������� �� ������ 

��� ������ �������� �� ���� �� ���� �� ���� ��� ����������� �������� �� ������� �� ������� ����� ���� ���� 
������� ��� ��� �������� ������� �� ���� ��� ���� �� ��������� ��������� �� ��� ����������� �������� ����� 
���� ��� ��� ��� ����� ������� p1 ��� p2� ��� ��� α ∈ (0, 1)� 

e (αp1 + (1 − α)p2, u) ≥ αe (p1, u) + (1 − α)e(p2, u) 

����� ����� �� �� �������������� ������� ���� ����� ����� ���� ��� ���� p1� p2 ��� α� 

e (αp1 + (1 − α)p2, u) < αe (p1, u) + (1 − α)e(p2, u) 

�� ��������� �� ��� ����������� ��������� ���� ���� 

[αp1 + (1 − α)p2] xc (αp1 + (1 − α)p2, u) < αxc(p1, u) + (1 − α)xc(p2, u)· 

���� ������������ ������ ���� ���� 

α (p1x
c (αp1 + (1 − α)p2, u) − p1xc(p1, u)) + (1 − α) (p2x

c (αp1 + (1 − α)p2, u) − p2xc(p2, u)) < 0· · 

��� ���� ����� �������� �� �� ���� ���� ����� �� ����� ��� �� ��� ��� ����� ���� �� ��������� ��� ������� 
��� ��� ���� ������ ������� u� ��� �� ��������� �� ��� ����������� �������� ��� �������� pixc(pi, u) ���� �� 
������� ���� ��� ���� �� ��� ����� ������ ���� ������ ������� u �� ������ pi� �� �� ���� � �������������� ��� 
��� ����������� �������� ���� �� �������� 

���� ����� ��������� ������ ����� ��� ���������� ����� ������� ���� ���� ��� ������ ���������� �� ��� ��� 
��������� �������� �� ��� ���� ���������� �� �������� ������� ��������� ����� ���� ��� ��������� ���������� 
�� ����������� ������ �� ��������� �� ����� ���� ��� ����������� ������ ���� �� ����� �� ��� �� ������� 
���� ���� ����� ���������� ��� ������������ ����� ����� �� � �������� �� ������������ 

� ���������� ������ 

��� ��������� ��� 

������� �� ���� �� �������� ��� ���������� �� ��� ��������� ����� 

yi = α + βxi + �i 

��� ��� ��������� �� ����� �� 

N 
1 (yi − ȳ)(xi − x̄) Cov�(xi, yi)

β̂OLS = � = 
N 
1 (xi − x̄)2 V ar �(xi) 

��� ��� �� ����� ������� ����� �� ���� ������ ������� �������� �� ���������� ������� �� ���� �� ��� 
���������� ������� ������ �� 

plim β̂OLS = 
Cov (xi, yi) 
V ar (xi) 

���� �� ������ ���� ��� � ��������� ����������� ��� ������ �������� ���� �������� 

� 



��� ����������� ���� ��� ������������ ������� 

���� �� ��� ����������� ��� ���� ��� �� ���� ���� ���� ������� �������� ����������� ���������� ��� ��� ��������� 
���������� ������� �� ����� �������� ��� ���� ���������� ��� �� ��� ��������� ������� 

������� �� ���� �� ��� ��� ���������� 

yi = α + βxi + zi
�γ + �i 

����� ����� ���� �� � ���������� �� ��� ����������� �� ���� Cov(xi, �i) = Cov (zik, �i) = 0� �� ��� ������ ��� 
�������� �� β �� ��� ������ 

�� ������ ��� ��� ���������� xi = θ0 + zi
�θ1 + ηi� ������� ��� ��������� ���� ���� ����������� x̃i = 

xi − θ̂0 − zi
�θ̂1� 

�� ��� ��� ���������� yi = α + βx̃i + �i� 

��� �������� �� β ���� ���� � ���� �� ������������� ��������� �� ���� �� ����� ���� ������ �� ������� ��� 
���� ������������ ����������� ���� �� ��� ������������ �������� ��� ���� ���� ����� ����� ������� �� ���� 
���� �� ��� ����� ���������� �� �� ��� ���� ���� ���� ���������� ���������� ���� ���� ����� ����� ������� 
�� ����� ��������� ��� ������ ���������� ����� �� 

Cov (x̃i, yi)
βFW = 

V ar (x̃i) 

Cov (x̃i, α + βxi + zi
�γ + �i) 

= 
V ar (x̃i) 

Cov (x̃i, xi) Cov (x̃i, zi
�γ) Cov (x̃i, �i) 

= β + + 
V ar (x̃i) V ar (x̃i) V ar (x̃i) 

�� � �������� ���� � ���������� �� zi� x̃i �� ������������ ���� ������ ��������� �� zi �� ������������� �� 
��������� ����� x̃i �� ���� � ������ �������� �� xi ��� zi� �� ���� �� ������������ ���� ��� ���������� �������� 
�i �� ������������� ���� ������ �� ���� 

Cov (x̃i, x̃i + x̂i) 
= β · 

V ar (x̃i) 

= β 

����� x̂i ��� x̃i ��� ������������ �� ������������� 

������ �� ��� ������������ �������� �� ��� ��������� ���� ��� ��� ��������� ���������� ������� �������� 
���� ����� ����������� ���� ��� ����� ����������� ��������� �� ���� �� ������� �� ���� ���� ���� ���� �� 
����� ������� ��� ��� ���������� ����������� ��������� ���� y ����� �� ��� � �� ������� ������� ���� ������ 
������� 

y = ŷ + ỹ 

��� 

Cov(yi, x̃i) = Cov(ŷi + ỹi, x̃i) = Cov(ỹi, x̃i) 

����� ŷ �� � ���������� ���� ��� ����� ������� �� zi ��� ��� � �������� ���� � ���������� �� zi� x̃i �� ��������� 
������������ ���� ŷi �� ������������� 

� 



��� ��� �������� 

����� ��� � ������ �� ���������� �� ����� ��� ���� ���� �� �������� ��� ���������� �� ��������� �� ���� ������ 
�� ���� �� ������ �� ����������� ����������� ����������� ����� ���� ����� ��� ������� ������ 

����� ������� �������� ���� 

������� ��� ���������� �� ���� �� ��� �� 

yi = α + βxi + γzi + ηi 

���� Cov(xi, ηi) = Cov(zi, ηi) = 0� �������� �� ����� ������� zi� �� �� ���� �� ���� ��� ���������� ��� 
������� ���� 

yi = α + βxi + �i 

�� ���� ����� ��� ����������� ����� �� ��� ��� ��������� �� 

plim ̂ = 
Cov(xi, yi)

βOLS 
V ar(xi) 

Cov (xi, α + βxi + γzi + ηi) 
= 

V ar(xi) 

Cov(xi, zi) 
= ⇒ plim β̂OLS = β + γ · 

V ar(xi) 

��� ������ �������� ���� �������� ���� ���� ��� ��������� ��� ��������� �� ���������� �� zi ��� � ��������� 
�� ���� �� ��� ���� ����������� �� �� xi ��� zi ������ ����������� 

����� ����������� ����� 

������� �� ���� �� ��� ��� ���������� 

y∗ 
i = α + βx∗ 

i + �i 

∗ 
i 

∗ 
i 

∗ 
i���� Cov (x , �i) = 0� �� ������� y � ��� ������� �� ��������� x �� ������� �������


xi = x∗ 
i + vi 

∗ 
i 

∗ 
i���� Cov(vi, x ) = Cov(vi, �i) = 0� ���� ������� �� �� ������� y �� xi� ���� ���� �� ��� ����� 

∗ 
i = α + βxi + (�i − βvi)y

����� vi ����� �� �� ���� ��� ����� ���� ��� �� ��� ���������� �� ��� �� �������� ��� ������ �� ������� ���� 
���������� �� 

∗Cov (xi, yi )plim β̂OLS = 
V ar (xi) 

� 



Cov (xi + vi, α + βxi + �i) 
= 

V ar(xi) 

∗∗ 

∗V ar ( )xi = β · 
V ar (xi) 

����� ��� ���������� ������� ����� ���� ��


= ⇒ plim β̂OLS = β · 
V ar (xi ) + V ar(vi) 

∗V ar ( )xi 
∗ 

��� �������� 

V ar (x
λ = 

V ar (x∗ 
i ) + V ar(vi) 

∗)i 

�� ������ ��� ������������ ������� λ �� ��� ���������� �� ��� �������� �� ��� �������� xi ��� �� ��� �������� �� 
��� ���� �������� �� �������� ��������� ������ ���� ��������� ����� λ ∈ (0, 1)� �� ���� 

|plim β̂OLS | < |β| 

���� ��� ������ ����������� ����� ������ ��� ��������� �������� �� �� ��� ����� �� ����� ���� �� ������ 
������������ ������ ���� ���� �� ��� ��� ���� ���������� �� ������� ��� ���� ���������� ���� β = 0� ���� �� ��� 
��� ������ ���� ���������� ��� ����������� �� ����������� ����� ����������� ���� ����������� 

����� ������������ ���� 

� ���������� ��� ���� ���� �� ������� ���������� �� �������� ���� ��� ����� ��� ��������� ���� ��������� ��� 
������� ����������� ���� �� ���� ��������� �� ��� �� �� �������� ������� �� ���� ��� ������ ��� ������ 
��������� �������������� 

qi = α + βpi + �i 

pi = ω + γqi + ηi 

���� Cov(�i, ηi) = 0� ���� ������� �� �� ������� �������� �� ����� �� �� ������� �� ������� ��� ���������� 
�� ������� ���� ���� �� ��� ����� 

pi = ω + γ (α + βpi + �i) + ηi 

ω + γα γ�i + ηi 
= = +⇒ pi 

1 − γβ 1 − γβ 

������ ����� ��� ����� ���� ��� ������ �������� ������� �� pi ��� �� �������� ������� ��� ������ ��������� 
� ���������� �� ��� ����� �� ���� �� ��� ���������� �� ��������� ������� ���� ���������� ����� 

plim β̂OLS = 
Cov (pi, qi) 
V ar (pi) 

�




Cov (pi, α + βpi + �i) 
= 

V ar (pi) 

Cov (pi, �i) 
= β + 

V ar (pi) 

= β + 
γ(1 − γβ)V ar (�i) 

< β 
γ2V ar (�i) + V ar (ηi) 

����� β > 0� γ < 0� 

� ��� �� ���� �� �� �� ������ ����������� ���� �� �� ������ ������� ���� ����� ����� ��������� 

� ����� ���� ������� 

�� ���� ���� ����� �� ��� �� ��� �������� ������������ �� ��� ���� ����� �������� ����� ���������� ����� ���� 
����� ���� �� ������ ������ ������ ��������� ��� ���� ������� i = 1...N ����� ��� t = 1...T ���� �������� 
������� �� ���� �� �������� � ����� ���� ��� ���������� 

yit = α + βxit + �it 

�� ���� ������ �� ����� ��������� ��� ����� ���� �it ���� � ��������� ������������������ ��������� θi ��� 
�� ������������� ����� ���� ηit� 

yit = α + βxit + θi + ηit 

���� 

Cov(αi, ηit) = 0


Cov (ηit, ηks) = 0 ∀i =� j, t =� s


�� �������� ����� ������� ���� 

Cov(ηit, xit) = 0 

�� ���� ���� ��� ���� ���� �� ��� ������� ����� ����� ���� θi� ��� ���� �� ��� �������� ���� ��� ���� 
��������� ������� ��������� ��� ������ ���� ��� ���� ���� ��������� ��� ��� �������� ���� �� ������� ���� 
����� 

��� ������ ������ 

������� �� ��� ����������� ������ ��� ���������� ���� 

Cov (xit, θi) = 0 

�� ���� ����� �� ���� 

Cov (xit, θi + ηit) = 0 

�� 



�� ����� �� �� ����������� ������� ��� ���������� ���� �������� ��� ��� ��������� ����� ����� ���� �� ���� 
���� ��� ���� �� ����������� �������� ����� ��� ������ �� ��� ����� �� ��� �������� �� ���� ������ ���� 
���� ���� ���� 

Cov (θi + ηit, θi + ηis) = V ar (θi)� 

�� �� ���� ��������������� �� ��� ���������� ���� �� ��� ������ ������������ �� ���� ��� ��������� �� ���� 
����������� � ����� �� � ������ ���������� ������� ��� ����� ����� ��� ������������ �� ��� ���� ����������� 
��� �� ����� ���������������� �� ���������� ���� � ����� ������������� ����� ���������� ��� ���� ������� 
��������� �� ����������� ����� ������� ������ ��� ���� ����� ������ ��� �� ������ ������� �������� ������ 
����� ��� �� �� ��� �� ������������� 

��� ����� ������ 

�� ���� ������ �� ����� �� ����������� ������ ��� ���������� ���� Cov (xit, θi) = 0� �������� �� ���� θi 
�� � ��������� ������ �� ������� �������� ����� ������������ �� ��� ���� ���� ���� �� ������ ����������� ��� 
θi� �� ��� �� ���� �� �������� ��������� � ������ �� �������������� �� ��� ����������� 

N

yit = βxit + θj Dij + ηit 
� 

j=1 

���� Dij �� � ����� �������� ���� �� ��� �� i = j ��� ���� ����� ���� ������ ���� ����� ��� ����� �������� 
����� ���� ���� ��� �������� ��� ���������� �� ��� ���� ��� ���� ���� ���� ������� ���� ��������� ��� 
�������������� ��� ���������� ��� ���� ��� �� ��������� ���������� ���������������� ���� ��������� �� 
������ ����� ������ ����� 

�� �� ����� �������� ���� ����� ��� �� ��������� ����� ������ ���������� ������ ���� ��� ������������ 
������� ���� �� ��� ������ ��� ��������� �� ���� ����������� ��� ��� �������������� ��� ���� ���������� 
y �� ��� ��������� ���������� ��� ����� �� ���� �� ������ �� ��� ��������� ����� ����� ��� ���� ���� ��� T 
������������ �� ������ 1 ����� �������� �� ��� T ������������ �� ������ 2� ���� ��� XNT ×1 �� ��� ������ 
���������� ��� xit� ���� ��� ��������� ������ ���� ���������� X �� ��� �������������� �� 

(D�D)−1D�X 

��� ��� ��������� ��� ����� �� 

X̃ = X − D (D�D)
−1 

D�X 

����� ⎤⎡ 

DNT ×N = 

⎢⎢⎢⎢⎣ 

1T 0T 0T· · · 
��� 

���0T 1T 
��� 

��� 
� � � 

��� 
0T 0T 1T· · · 

⎥⎥⎥⎥⎦ 

�� ��� ������ �� ������ �������� ���� 1T �� � ������������� �� T ���� ������� ���� ��� ������ 

⎞⎤⎡⎤⎡⎛ 
1� 0� 0� 1T 0T 0TT T · · · T · · · −1 

X̃ = X − D 

⎢⎢⎢⎢⎣ 

⎜⎜⎜⎜⎝ 

0�T 1�T 

��� 
���


��� 
��� 

� � � 
���


⎥⎥⎥⎥⎦ 
· 
⎢⎢⎢⎢⎣ 

0T 1T 
��� 

���

��� 

��� 
� � � 

���


⎟⎟⎟⎟⎠ 

⎥⎥⎥⎥⎦ 
D�X 

0�T 0�T 1�T 0T 0T 1T· · · · · · 

�� 



⎡ 
T 0 · · · 0 

⎤−1 

0 
��� 

T 
��� 

��� 
� � � 

��� 
⎥⎥⎥⎥⎦��� 

0 · · · 0 T 

1 
T 0 · · · 0 

⎤ 

0 1 
T 

��� 
��� 

D�X 

⎢⎢⎢⎢⎣ 
= X − D 

��� 
��� 

� � � 
��� 

0 0 1 · · · T 

⎡ ⎢⎢⎢⎢⎣ 

⎥⎥⎥⎥⎦ 
D�X= X − D 

⎡⎤⎡ ⎤ 
1T 0T 0T 

1 0 0· · · T · · · ⎢⎢⎢⎢⎣ 

0T 1T 
��� 

���

��� 

��� 
� � � 

���


⎢⎢⎢⎢⎣ 

⎥⎥⎥⎥⎦ 

⎥⎥⎥⎥⎦ 

1 
��� 

���0 T D�X= X − ��� 
��� 

� � � 
���


0T 0T 1T 0 0 1 · · · · · · T ⎡ ⎤⎡⎤ 
0T 0T 1� 0� 0�· · · T T · · · T 

1T 
T ⎢⎢⎢⎢⎣ 

⎢⎢⎢⎢⎣ 

⎥⎥⎥⎥⎦ 

0�T 1�T 

��� 
���


��� 
��� 

� � � 
���


⎥⎥⎥⎥⎦ 

��� 
���
1T0T T= X − X��� 

��� 
� � � 

���

0T 0T 

1T 0� 0� 1�· · · T T · · · T T 

⎡ ⎤⎡⎤ 

⎢⎢⎢⎣ 

⎥⎥⎥⎥⎦ 

X1T ×1 

X2T ×1 

��� 

⎥⎥⎥⎦ 

1T ×T 0 0T · · · ⎢⎢⎢⎢⎣ 0 1T ×T 

T 

��� 
���


��� 
��� 

� � � 
���


= X − 

0 0 1T 

T
×T XNT ×1 · · · 

¯= X − X 

¯����� X �� � ������ ����� ���� ���������� ����������� ��� ���� �������� ���� ��� ���� ��� ��� �������� 
������� ���� ���� ������ �� ���������� �� ���������� ��� ���������� 

yit − ȳi = β (xit − x̄i) + ωit 

���� ��� ���� ������ ��������� ��� ����� ����� ���������� ���� ������������� ���� �� ������ ��� �������� 
����� ������� �� ���� ���� ��������� ������ ������� ��� ���� ��� ��� ��� ��������� �� ���� x�� ��� ���� 
y�� ������ ������� ����� ������ �� ���� ����� ���� ������� 

�� ����� ������ ������ �� ���� �� �������� ��� ���������� �� �������������� ��������� � ����� �� �� 
��������� ���� �� ���� ��������� ���� �� ���� ��� ��� ������������������ ����� 

�� ���� ���� � ���� �������� ���� ������ �� ���������� �� ���� ���������� ����� �� ��������� ���� ������ 
���� � ���� ����� �� ���������� �� ���� ���������� ���� � ��������� 

�� ����� ������ ��� ����������� ��� ���� ����������� ����� � ��� ������ �� ���� ��� ���� �� � ������ 
����������� 

��
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