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�� ����� �� ��� ����� ���������� �� ���������� ��� ������ ����� �� ���� ��������� �� ���� �������� ��� 
�������� �� ����� ���� �� ���� ��� ����� �� ������ �������� �� �������� ����� ������� �� �� ������� ��� 
����� ������� �� ����� ����� ���� �������� ����� ��������� ���� ��������� 

Y1i = i�� ������� �� ��� �� ������� 

Y0i = i�� ������� �� ��� �� ��� ������� 

�� ��� ��������� �������� Y1i �� ����� i�� ��� �� ��� ��� ���� ���� � ����� ��� Y0i �� ��� ��� �� ��� �������� 
�� ������� ������ ��������� ����� ��� �������� 

1, i ��� ������� 
Di = 

0, i ��� ��� ��� ������� 

�� ��� �������� Di �� �� ��������� ��� ������ ���� ���� � ����� 

�� ��� ��� �� � �������� �� ����� ����� ������ ������� �� ����������� ����� ����� 

βi ≡ Y1i − Y0i 

���� �� ��� ������ ����� �� ��������� ��� ���������� i� �� �� ��� ��������� ������� ��� �������� ��� 
����� ���������� �� ��� ������� ��� ����������� ������� ��� ������� ������� �� ����������� ��������� �� ���� 
�� ��� ����� ������� ���� Y1i ��� Y0i ��� � ������ ����������� �������� �� ���� ������� ��� �� ��� ������ 
��������� �� ������ ��������� ������� ���� ��� �� ������� 

Y1i �� Di = 1 
Yi = 

Y0i �� Di = 0 

�� ��� ����� ���� ���� ���������� 

Yi = Y0i + (Y1i − Y0i) Di 

Yi = Y0i + βiDi 

� 



� � � � 

��� ���� ����� ������ �������� ������� βi = β ∀i� ������������ ����� ����� α ≡ E [Y0i]� ���� �� ��� 
����� 

Yi = α + βDi + �i ��� 

����� 

�i = Y0i − E [Y0i] 

���� ����� ���� � ����������� ��� �� ��� 

��� ������������ ����������� ��� ������ ������ 

������ ����� ������� ��������� ���� ����� ���� ��� ��������� ����������� ���� �� ��� ���� �� �������� ��� �� 
�� ��������� �� ������� ���� �� �� � ������ ����� � �� �������� β �� ��� ������ ����� �� Di �� Yi� �� ����� 
����� ���� � ������ ��������� 

Yi = αR + βRDi + ei ��� 

���� �� ��� ���������� ���������� �� Yi �� Di� ���� ���������� ������ �� 

αR 2
= arg min E (Yi − a − bDi)βR (a,b)� 

��� ��� ��� ���� ������� �� 

E [Di (Yi − αR − βRDi)] = 0 

= E [Diei] = 0 ⇒ 

���� ��� ��� ���������� αR ��� βR ��� ������ �� ���� Di ��� ei ����������� αR ��� βR ��� ��� ���������� 
���� �� ����� ��� �� ������� ��� �� ����������� ����� �������� ���� ��� ��� ��������� �� ��� ���������� ����� 
������� �������� 

��� ������� ����� �� ���������� �� ���� �������� ��� ��� ��� �� � ����������� �� ���� ������ ������ ���� 
������ �� ����� �� ��������� ��������� ��� β ��� � ������ ��������������� �� �� ��� ��������� ���� Di ��� 
�i ��� ������������� �� ���� ��� ����������� ���������� Yi �� Di ���� ������� αR ��� βR� ����� ��� ��� ��� 
���� �� α ��� β� �� ��������� ��� ���������� ����� ei �� ������������ ���� Di �� ���������� 

��� ���� ���� ���������� ���� �� ������ ����������� 

�� ��������� �� ������� ���� ��� ���������� ���� �� ��� ���� ���������� Yi �� Di �αR ��� βR� ��� ��� ���� 
�� ��� ���������� �� ��� ������ ������������ �� ��� ���������� �� �α ��� β�� ����� Di �� � ����� ��������� 
�� ���� ���� ������� � ���������� ���� ������� � ������ ��������� �� ������ 

Cov (Di, Yi)
βR = 

V ar (Di) 

� 



E [(Di 
= 

− E [Di]) (Yi − E [Yi])] 
Pr [Di = 1] (1 − Pr [Di = 1]) 

= 
E [(1 − E [Di]) (Yi − E [Yi]) |Di = 1] Pr [Di = 1] + E [−E [Di] · (Yi − E [Yi]) |Di = 0] · Pr [Di = 0] 

Pr [Di = 1] (1 − Pr [Di = 1]) 

=

E [Yi − E [Yi] |Di = 1] (1 − Pr [Di = 1]) Pr [Di = 1] − E [Yi − E [Yi] |Di = 0] · Pr [Di = 1] (1 − Pr [Di = 1])


Pr [Di = 1] (1 − Pr [Di = 1])


= E [Yi − E [Yi] |Di = 1] − E [Yi − E [Yi] |Di = 0] 

= E [Yi|Di = 1] − E [Yi|Di = 0] 

�� ��� ��� ��� ������ ����� �� ���� ���� ���� �� ���� ���� 

βR = E [α + βDi + �i|Di = 1] − E [α + βDi + �i|Di = 0]


= β + E [�i|Di = 1] − E [�i|Di = 0]


= β + {E [Y0i|Di = 1] − E [Y0i|Di = 0]}


���� ��� ���������� ����� �� ��� ������ ��������� �� ��������� ���� ��� ��������� �� ������� Y0 ������� 
������� ��� ����������� ������������ ���� ��� ��� �� ����� �� ��� ��������� �������� �� ����� �� ��� 
������ ���� ��������� �������� ����� �������������� ������� ����� ��� �� ��� ����� ���� � ����� ����� 
���� �������� �� ����� ��� ���� ����� ���� ����� ���� ������ ���� ���� ����� ��� ���� ��� �������� 
���������� ���� ��� ������� ��� ������ β� � ��������� ��� �������� ��������� ��� βR = β �� ���� 

Y0i ⊥ Di 

� �� �� ��� ��������� �������� ��������� 

�� ��� ��������� ������� ���� ���� �������� �� �� ����������� ���� Y0i �� ��������� �� Di� �� ��� �������� 
������������ ������� Y ��� D ���� ���� �� ���� �� ��� ������ ��������� �� ��������� �� ���������� ���� ����� �� 
���� �� ����������� ����� ������� ����� ����������� Zi ∈ {0, 1}� ��� ���� ����� ��� ��������� ������������ 
���� 

�� E [Di|Zi = 1] =� E [Di|Zi = 0] 

�� E [Y0i|Zi = 1] = E [Y0i|Zi = 0] 

���� ����� �� ���� Zi ������ Di �� �������� ��� Y0i �� ���������� �� Zi� �� ���� ������� 

Cov (Yi, Zi)
βIV = 

Cov (Di, Zi) 

Cov(Yi,Zi)/V ar(Zi ) 
= 

Cov(Di,Zi)/V ar(Zi) 

= 
E [Yi|Zi = 1] − E [Yi|Zi = 0] 
E [Di|Zi = 1] − E [Di|Zi = 0] 

� 



���� �� ��� ���������� ���� ������� ��� ��� ���� ���������� �� �� ��� ����� �� ��� ������� ���� ���� ����� 
�� Z �� Y � �� ��� ���� ����� ���� ����� �� Z �� D�� ����� ����������� ��� ��� ���� ���� ���� ���� �� 

E [α + βD
 i + �i|Zi = 1] − E [α + βDi + �i|Zi = 0] 

β =IV 
E [Di|Zi = 1] − E [Di|Zi = 0] 

= 
β (E [Di|Zi = 1] − E [Di|Zi = 0]) + (E [Y0i|Zi = 1] − E [Y0i|Zi = 0]) 

E [Di|Zi = 1] − E [Di|Zi = 0] 

= β 

�� �� ������ ��� ������ ��������� �� ��������� 

������� ��� ����� ��� ��� ����������� �� �������� ��� ����� �� ������ ���� �� �������� ���� ��������� ��� 
������� ��� ������������ �� ��� ��� ���������� ��� ��� ����� ����������� ����� ����� �������� ���� ������ 
�� ����� ��� ���� �� ����� ��� ����� �� ���� ������� ����� ���� �� ���� ����� ��� ����� ���� �� ���� 
�� �� ��� ���� �� ����� ����� ���� ���� ����� �� ������ ������ �� ���� ���� ��� �� ���� �� �� ������ 
��������� ������ ��� ������ �� ������ ������ ����� �� ���� ���� �������� �� �������� �� ����� �� � ���� ������ 
������������ ����� ������ ����� ������ ���� � ������ �� ���� ������ ����� �� ����������� ������ �������� �� 
��� ��� ��� ��������� ������� ���� ���� �� ������� �� ����� ����� ���� ���� ������������ ���� �������� ���� 
���� ������ ����� ����� �������������� ���� �� ��� ��������� ������������ 

�� ��� ��� ���� ��� ��� ��� ����������� ����������� ������� ���� ���� �������� ���� � ���������� ��� � 
����������� ������� ��� ����������� ���� ����� ���� �� ���� ���� �� ���� ������ �������� ��� ������ �� �������� 
��� ���� ������� �� ���� � ������ ������ �� ���� �� ����� ��������� ��� ������ ����� ���� ������ �� � �������� 
������ �� ��� ����� �� ���� ���� ���� �� ��� �������� ��� ��� �� ���� ��� ���� �� ��� ���� ��� ���� ������ �� 
���� ������ ��� ���� � ����� �� ����� �� ������� � ���������� ���������� ���������� �������� ��� ��� �� ���� 
� ������� ���� ���� ���� ���� �������� �� ������� ���� �������� ��� ��� �������������� �� ������ ������ ��� 
�� ���� � ���� ������ ����� ��� ��� �� ��� ������ ����� �� ������ ��� ����� �������� �� ����� ��� ������� 
����� ��������� �� ����� ������ ��� ��������� ����������� �� ����� 

���� ���� ��� ��������� ����������� �� ������� �� ����������� ������ ���������� �� Z ���� ��� ��������� 
��� ��������� ������������ �� ���� ���� ������ ���������� �� Z ���� ���� �� � ������ �������������� �� 
��� ������� ����� �� �� ���� ���� ������� ����� �� ������ ����� ��������� �������� ��� ��������� �������� 
�� ����� �������� ��� ��� ��������� ����������� ���� ���� ������ ���� �� ��� ���� ������� ������� ����� 
�������� ��� �� ������� �� ��������� �� ��� ��� ���� ����� ���� ���� ���� ������ ����������� ������� 
���� � ���� ����� �� ���������� ���� ������� ��� ��� ������� ��� ��������� ���� ������ �� ���� �� ������ 
������������� ��� ���� ������� ��� ���� ����� ����� ��������� ���� ���� ��� �� ���� ������ ������ ���� 
������� �� ������ ����� �� ����� ����� �� ���� �� � ������ ����� �� �������� �� Y0i� ����� �� � ������ ������� 
�� ��� ��������� ���� ����� ������� ����� ���� ���������� ������� ����� ��������� ��� ��� ����� �� ���� ��� 
���� ������ ���� � ���� ��� ��� ��������� ������������ ��� ��� ����� ���� ������ �� ������ ����������� 

� ������������� ��������� ������ 

��� ����� 

��� ����� ����� ��� ������� ����������� ���������� ���� ��������� ������ ��� ��� ���� ��� ��������� ��� 
������ ����� �� ���� 

Yi = α + βiDi + �i 

�� ���� ����� ���� �� ���� �� �������� �� �� ������ ������ � ������ �� ��������� ���������� ���� 

� 



ATE : E [βi]


TOT : E [βi|Di = 1]


��� ������������ �� ������� ��� ���������� ����� ���� ���������� ���� �� ������ ��������� ��������� ��


βR = E [Yi|Di = 1] − E [Yi|Di = 0]


= E [α + βiDi + �i|Di = 1] − E [α + βiDi + �i|Di = 0]


= E [βi|Di = 1] + E [�i|Di = 1] − E [�i|Di = 0]


= E [βi|Di = 1] + {E [Y0i|Di = 1] − E [Y0i|Di = 0]}


�� �� ������� ���������� ����� �� �� ������ �� �������� ���� ���� ���� ��� ��������� �� ������� Y0 �������

����� ��� ���� ��� ��������� ��� ����� ��� ������ 

��� �� ���� ������������� ��������� ������ 

������� �� ��� ��� �������� ���� Di �� ���������� �� Y0i� �� �� ���� �� �� ��� �� ���� �� ��� ���� 
��������� ��� Zi ∈ {0, 1} �� ��� ��������� ��� �� ����������� ��� Yi(d, z) �� i�� ��������� ������� ���� 
Di = d ��� Zi = z� �� ��� ���� ����� ��������� ������ �� � �������� �� ��� ����������� D1i �� ��������� 
������ �� Zi = 1 ��� �������� ��� D0i� �� 

Di = D0i + (D1i − D0i) Zi 

�� ������������� Yi(d, z), D0i, D1i ��� ����������� �� Zi


�� ���������� Yi(d, 0) = Yi(d, 1) ≡ Ydi ∀d


�� ����� ������ E [D1i − D0i] = 0 �


�� ������������� D1i ≥ D0i ∀i


���� �� ���� ������� ��� ���������� ������������ ������ �������� ������� ������������ ��� ��� ���� ���� 
���� �� �� ��� �� ������ 

βIV = 
E [Yi|Zi = 1] − E [Yi|Zi = 0] 
E [Di|Zi = 1] − E [Di|Zi = 0] 

= 
E [Y0i + βiDi|Zi = 1] − E [Y0i + βiDi|Zi = 0] 

E [Di|Zi = 1] − E [Di|Zi = 0] 

= 
E [Y0i + βiD1i|Zi = 1] − E [Y0i + βiD0i|Zi = 0] 

E [D1i|Zi = 1] − E [D0i|Zi = 0] 

���� ����� ������������� �� ���� 

E [Y0i + βiD1i] − E [Y0i + βiD0i] 
= 

E [D1i] − E [D0i] 

� 



E [βiD1i] − E [βiD0i] 
= 

E [D1i] − E [D0i]


E [βi (D1i − D0i)]

= 

E [D1i − D0i] 

= 
E [βi|D1i > D0i] Pr [D1i > D0i] + 0Pr [D1i = D0i] 

Pr [D1i > D0i] 

= E [βi|D1i > D0i] 

���� �� ��� ����� ������� ��������� ������ �� ����� �� ����� �� ���� �� ��������� ��� ������� ��������� 
����� ��� ����������� ����� ��������� ������ �� ������� �� ��� ����������� �� 
��� ����� ����� � �������� ������� 

�� ������ ������� D1i = D0i = 1


�� ����� ������� D1i = D0i = 0


�� ���������� D1i = 1, D0i = 0


�� ������� D1i = 0, D0i = 1


������������ ����� ��� ������� ��� ���� �� ��� ������� ������ ����� �� ���������� 

�
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