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S
	
  
eparation	
  of	
  Variables	
  and	
  Normal	
  Modes	
  

An
	
  
other	
  way	
  to	
  solve	
  the	
  wave	
  equation	
  (works	
  for	
  other	
  equations	
  too).	
  

E
do	
  
xa
w
mp
ave	
  
le:
equ
	
  do	
  

a
h
t
e
ion	
  
at	
  e
in	
  
qu

	
  
1D	
  
atio
w
n
it
	
  i
h	
  
n	
  
u
1
x

D
	
  =	
  
	
  w
0	
  
i
a
th
t	
  
	
  
ends.
T=0	
  a

	
  
t	
  ends.	
  

Note:	
  
th
for	
  
e	
  f
the	
  

	
  
with	
   orm	
  

w
u
a
	
  =
ve	
  
	
  f(
equ
x-­‐c*t

at
)	
  +	
  g(x
ion	
  the	
  

+c*t
sol
).
u
	
  
tions	
  obtained	
  in	
  this	
  way	
  should	
  be	
  compatible	
  

Exercise:

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
Typica

u	
  =
l	
  se
	
  

	
  cos
par

(n*
atio
π
n
*t/L
	
  of	
  v

)*s
ar
in(n*
iables

π
	
  s
*x/L
olut

)
i
	
  
on	
  has	
  the	
  form:	
  

wh
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

ich	
  y

u
u	
  =
ields	
  

	
  
sing	
  trig

	
  (1
on
/2
ome
)*cos
tric

((n*
	
  equ

π
a
*/L
litie

)*(x+
s.	
  

t))	
  +	
  (1/2)*cos((n*π*/L)*(x-­‐t))	
  

N
Re
o
l
r
a
ma
tio
l
n
	
  mo
shi
d
p
es.	
  E i

separation	
  u	
  
	
  
=	
  
w
ex
ith
q

p
	
  s
u
e
at on

(λ
p
*t)	
  U(x)
ara

s
ti
	
  o
o
f
n
	
  t
	
  o
h
f
e
	
  v
	
  f
a
o
r
r
i
m	
  
a
u

	
  
ble

t	
  
s
=	
  
:	
  
Lu
eq
	
  
uation	
  invariant	
  under	
  time	
  shift	
  allows	
  

	
  
E
hea
xa

•
t
mp
	
  equa
 

le:	
  w

No
t
t
ion:	
  u
rite	
  w

t	
  =	
  
av
u
e
xx

	
  e
	
  
quation	
  as	
  u 	
  =	
  v	
  	
  and	
  	
  v 	
  =	
  u .	
  

• 
eige

e
n
	
  a
v
n
al
a
u
lo
e
g
s	
  
y
a
	
  
n
w
d
ith	
  linear	
  o.d

t

.e.	
  dY/dt	
  =	
  

t

A*Y,

xx

	
  A	
  NxN	
  matrix,	
  solved	
  by	
  finding	
  

H
mo
en
d
c
e
e
s
	
  
	
  
l
(
o
e
o
ig
k
e
	
  f
n
o
v
r	
  
a
s
l
o
	
  e

u
l
i
u
g
t
e

es	
  
i

r

a
o
n
n
ve
s	
  
c
o
t
f
o

nd	
  eig
	
  t
e
h
s

n
e
	
  o

f
	
  
u
f
f
o
	
  A.	
  

n
r
c
m	
  
tions).
u	
  =	
  e

	
  
^{\λ*t}	
  v(x).	
  Solve	
  and	
  find	
  normal	
  

	
  
Genera
	
  

l	
  solution:	
  Superposition	
  ...	
  leads	
  to	
  Fourier	
  Series,	
  etc.	
  

Examp
1. 

 

le
In	
  a	
  r
:	
  heat

ing:
	
  equ

	
  per
atio
iod
n	
  w

2.
 
Zero	
  T	
  at

ic.
it
	
  
h	
  various	
  B.C.	
  

	
  
3. Zero	
  flux	
  

	
  
a
en
t	
  en
ds.
ds.
	
  
	
  

Va
	
  
rious	
  types	
  of	
  Fourier	
  series.	
  

E
ad
x
jo
p

 

l
i
a
nt:
in	
  
	
  
this	
  works,	
  for	
  example,	
  as	
  long	
  as	
  the	
  assocated	
  eigenvalue	
  problem	
  is	
  self-­‐

1)
2) 

 

I
Inter
nter

pr
pr
etation	
  of
etation	
  of	
  

	
  s
ma
elf
t
-­‐
r
a
ice
j
s

3) Definition	
  of	
  scalar	
  produ
d o
ct
i
	
  a
n
s
t	
  
	
  
f
li
o
near	
  operators.	
  

	
  and	
  
r	
  
Hil
ma
b
t
ert
rice
	
  sp
s	
  i
a
n
ce.
	
  te
	
  
rms	
  of	
  the	
  scalar	
  product.	
  

	
  
Con
	
  	
  	
  	
  	
  	
  u

sider	
  
tt	
  -­‐	
  uxx

a
	
  =	
  
	
  st
0	
  
rin
	
  	
  	
  	
  
g
	
  a
	
  t
nd	
  
ied	
  
	
  	
  
a
	
  	
  
t
	
  u
	
  t
	
  
he	
  
=	
  0	
  
en
	
  	
  a
ds.
t	
  	
  	
  
	
  
x
U
	
  =	
  
se	
  
0	
  
a
	
  
-­‐
a
d
nd	
  
ime
	
  x
n
	
  =	
  
si
L
o
	
  
nal	
  variables.	
  Then:	
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F
ch
in

	
  
a
d
ra
	
  n
c
o
te
rma
rist

l
i
	
  
c
mo
s:	
  N
de
o
s
r
	
  
ma
(or
l
	
  
	
  
s
mo
epa
d
r
e
a
s
t
	
  a
e
s
	
  v
	
  s
a
u
r
p
ia
e
b
r
l
p
e
o
s)
s
,
i
	
  
t
a
i
n
o
d
n
	
  
s
f
	
  
i
o
n
f
d
	
  a
	
  c
	
  r
o
i
n
gh
n
t
e
	
  
c
a
t
n
io
d
n
	
  a
	
  
	
  
w
le
i
f
t
t
h
	
  t
	
  
raveling	
  wave.	
  

Wave	
  equation.	
  Show
nd

	
  t

=	
  
Bo
2*
und
L	
  -­‐-­‐-­‐
ar
	
  
y	
  co
extend	
  sol

itions
ut
	
  f
ion	
  "refl
o
hat
r	
  a	
  ti
:	
  
ed
ect
	
  str
ing"	
  a
ing	
  o

cross	
  ends.
f	
  length	
  L	
  le

	
  
ad	
  to	
  a	
  solution	
  of	
  space	
  period	
  P	
  

	
  
Examp

=	
  T
le
xx

	
  o

	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  
T	
  =	
  0	
  	
  	
  for	
  x
Tt	
   	
  	
  

f
for	
  
	
  normal	
  

	
  
mo es

	
  =	
  0,	
  a
0	
  <	
  x

d

nd	
  	
  	
  	
  
<	
  1,	
  wit

.	
  
h:	
  

	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  
Tx	
  +	
  T	
  =	
  0	
  	
  	
  for	
  x	
  =	
  1.	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  [E]	
  

Phy
•
s
 
• 

ica
D
l	
  
i
me
rich
an
le
i
t
n
:
g
	
  i
	
  
c
o
e
f
	
  
	
  
b
th
a
e
th
	
  b
	
  o
o
r
u
	
  r
n
i
d
g
a
id
r
	
  
y
c
	
  
l
c
a
o
mp
nd
e
it
d
io
	
  e
n
n
s	
  (heat	
  and	
  elasticity)	
  

• 
N
Ro
e
b
u
i
ma
n:	
  f
n
lu
n
i
:	
  
d
fl
	
  
ux	
  pres

d.	
  

	
  
cooling	
  

c
o
r
r
i
	
  
b
e
e
la
d
s
	
  o
ti
r
c
	
  
a
fr
ll
e
y
e
	
  
	
  
c
e
l
n
amp
d	
  (n

e
o
d
	
  
	
  
s
end.
tres

	
  
s).	
  

Show	
  space	
  oper
negative.	
  

ator	
  in	
  [E]	
  is	
  self-­‐adjoint	
  and	
  negative	
  ==>	
  eigenvalues	
  real	
  and	
  

C
f(x
al
).
c
	
  
ulate	
  eigenvalues	
  and	
  use	
  to	
  write	
  solution	
  in	
  terms	
  of	
  the	
  initial	
  value	
  T(x,	
  0)	
  =	
  

Gra
sin(k

phica
)	
  =	
  0,	
  

l	
  sol
and	
  
ut
k
ion	
  of	
  t
	
  >	
  0.	
  

he	
  equation	
  for	
  the	
  eigenvalues:	
  λ	
  =	
  -­‐	
  k2,	
  where	
  	
  k*cos(k)	
  +	
  

Pl
Ex
ot
pl
	
  	
  k
ain
	
  versus	
  t
	
  how	
  to

an(k
	
  solv

)	
  and	
  show
e	
  using	
  New

	
  sol
to
ut
n's
ions	
  k
	
  meth

n
o
,	
  k
d.
n
	
  
	
  ~	
  π*(n-­‐1/2),	
  n	
  =	
  1,	
  2,	
  ...	
  

	
  
B
and
rie
	
  u	
  gi
f	
  des

ven	
  on	
  r	
  =	
  1.
cription	
  of	
  s

	
  
eparation	
  of	
  variables,	
  and	
  do	
  example	
  uxx	
  +	
  uyy	
  =	
  0	
  for	
  r	
  <	
  1	
  

Use	
  pol
t	
  ou
ar	
  coordinat
t d	
  w

es,	
  so	
  	
  r(r*u

	
  
Poin 	
  metho orks	
  only	
  fo

r
r
)_r	
  +	
  u
	
  some

th
	
  e
e
q
ta
u
	
  th
at
e
io
ta	
  =
ns	
  
	
  0
in
.
	
  
	
  
some	
  coordinate	
  systems.	
  	
  

Students	
  should	
  r

	
  
problem	
  set	
  #7.	
  

ead	
  the	
  "short	
  notes	
  on	
  separation	
  of	
  variables”	
  included	
  with	
  

N
	
  
ormal	
  modes.	
  Example	
  of	
  heat	
  equation	
  in	
  0	
  <	
  x	
  <	
  π,	
  with	
  zero	
  BC.	
  

Linear	
  algebra	
  review:	
  begin	
  with	
  self-­‐adjoint	
  and	
  scalar	
  products.	
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