
����� �� ������� ������� ��� ������ 

������ �� ������� 

������� ��� ���� 

� ������������ 

����� ��� �������� x �� � ����������� ��� �� 
���� ����� ��� �� N ��������� ������������� �� 
M ��������� p ������� ����������� ������ ������� 
��������� �� �������� ������������ �� ����� ���� 
�� ������� ���� �������� g(x, p) ����� �� ��� 
���������� ��� ��� ��������� ��� �������� �� ��� 
��� �� � ���� ��������� �� ����� ���� �� ���� 
��� ��������� ����� �� ���� ���������� ��� ��� � 
���������� ����������� �� ����� ���� �� ���� 
��� ������������ �������� �� ��� ���������� �� 
��� � ����� �� ����� ���� �� ���� ��� ��� ���� 
���������� ������ �������� �� ���� �� ���� 
���� ���� ���� ��� ����� �� g��� ���� ���� �� 
���� ��� �������� dg � ������� ������� ���� �� dp 

������� ��� �� �������� dg � ���� � ���� �������� dp 
���� �� M ��� ������� ���������� �� ��� ���� �� 
������� ��� x ����� 
��� �������� �� g ���� ������� �� p �� ��� 

������� ������� �� ����� � ������� �� ��� ������ 
������ �� ��� ������ �� ��� ���������� p ������ 
���� ��� �������� ���� ���� ���� ���������� 
��� ������������ ���� ���� ���������� ������ 
���������� ��� �� ��� ���� �� ������� �� ����� 
�������� �� g� ������� ��� p ���� ������� ���� 
������� ������� �� ���� ���� ��� �������� ����� 
����� � ������ ������ ��������� ����� ��� ������� 
��� ������������������ �������������� ��� ������ 
����� ������������ ��������� ��� ������ M �� 
������ ���������� ��� �� ��������� ���������� 
�� ��������� �� ������ �� ����� �� �������� 
������������� �� ����� p �������� ��� ��������� 
��� ����� �� ��������� ����� �� �������� ������� 
��� ������������ � ����� ����������������� ����� 
������ ���� ������� �� ������ ������� ������� ���� 
��� ��� ������� ���� ������ � ����� �������� ��� 
����� �� ��� ����� ��� ������� ���� M � 1� 
��� ������� �������� �� ������� ������� ����� 
������� ������ ��������� 
� ������� ����� ��� �������� ����������� �� 

������� ������� ���� � ������������ ����� ����� 
�� ���� �� �� ���������� ��� ������� �� ����� 
������ ��� ������������ ��� �� ����� �� ���� ��� 
� ���� ������� ��������� ��� �� ����� �� ���� 
������������� ��� ������ ����� � ���� ��������� 
���� �� ������� ������� �� ��� ���� ���� ��������� 
� ���������� �� ��� ��������� ����� �� ��������� 
�������������� ���� ����� ������� �� ��������� ���� 
������������ �� � ��� ������ 

� ������ ��������� 

������� ���� ��� ������������� x ������ ��� N ×
N ������ �������� Ax = b ����� �� ���� b ��� 
A �� �� ����� ��� �� ������ �� ���� ��� �� p� 
�� �������� ��� �������� ��������� �� ����� �� 

dg 
= gp + gxxp

dp 

����� ��� ���������� �������� ������� ����������� 
�gx �� � ��� ������� xp �� �� N × M ������� 
������ ����� g �� � ����� ��������� gp ��� gx ��� 
���������� ���� �� �������� �� ��� ����� ����� 
��������� xp �� ����� ���������� �� �������� �� 
�������������� Ax = b �� � ��������� pi ����� 
xpi = A−1(bpi − Api x)� ���� ��� �� ����� ���� 
�� ����� �� N × N ������ �������� M ������ ���� 
��� ����� ������� �� p� ���� �� ����������� �� M 
��� N ��� ������� 

�������� ��� ���� �� ��� ������� ������ ��� �� 
������ ��� ��� �� ���������� ��� � �� �� ��� ���� �� 

� ���� �������� �� ���� �� ����������� ����� ������� ���� 
��� ��������� ��� ������ �� ������� �� ���� ������ ����� 
����� �� ����� ��� ���� �� ������ ��� ���� ��� ��������� 
����� �� �������� ���������� 

� ����� N �� ����� ���� A �� �������� ������ �� ����� 
����� �� ������ ���� �� ������ ������� A−1 ��� ��� LU 
������������� �� A� ����������� ��� ������� ���� ��� �� 
��������� ������ ������ ��� ���� ��� ���������� ����� 

� �� ��� ������ ��� ������� ��� �� �� ���� �� ���� 
����� ������� ������� ���������� ������ �� � ������ 

�




���� ���� 

���� 

���� 

� � 

� � 

� � 

� ������ �������� ����� f(x, p) = Ax − b �� ���� 
��� ��� �������� x� �� ��� ������� g �� 

g̃ = g − λT f ��� 

��� ��� ������ λ ���� �� ������ �� ���� ������ 
λ �� ���� ��� ����� xp ���� ����������� �� ���� 

� ��������� ��������� 

�� x �������� ���� �������� �������� ���������� 
��������� f(x, p) = 0� ��� ������� �� ������ ��� 
����� ��� ����� �� ����� ��� x �� �������� 
������� ���� ����� g̃ = g −λT f �� �� ���� ������ 
������� �� �� ���� ����� ��� λ ���� ���� ��� ������ 

�������� ������ 

dg 
dp 

dg̃
= 
dpf =0 f =0 

dg 
= gp − λT fp +(gx − λT fx)xp. dp 

= gp − λT fp. ���

f =0 

��� ���� ��������� �� ���� ��� ������� �������� 
��� �� ��� ������ ��� ������� �� ��� �������� ��� 
x� ������ �� �� � ������ N ×N ������ �������� ��� λ 
���� ������ �� �� ���������� ��� ������� �������� 
�� ������� ��� x� 

� ������������� 

�� � ���� ����������� ������� ������������ ��� 
��� �� ��������� ��� ��� ��� ���� ��� �������� 
��������� ��� �� ������� ���� �� ��� ������� � ���� 
��� ������������ Ax = αx ��� ������� �� ���� 
�������� g(x, α, p)� ��� ����������� ������ ���� 
A �� �������������� ��� ���� α �� �������������� 
������ x �� ��� ���� ����������� ��� α�� �� ���� ����� 
�� ��� ���� N + 1 �������� ��������� �� ��� 
������ ������� 

��� 
���� ���� �� �� ����� ���� ��� xp ���� ���������� 
�� �� ������ ������ gx−λT fx = 0� �� ������������ 
�������������� 

fx 
T λ = gx 

T ��� 

�� ����������� ��� f = Ax − b� fx = A ��� ���� 
λ �������� ��� ������� ��������� 

AT λ = gx 
T . ��� 

����� λ �� ���������� �� � ������ N × N ����� 
����� ��� ����������� ���� �������� ������ �� 
��� ���� �������� �� ����� �� ��� �������� ����� 
����� A ��� AT ���� ��� ���� ��������� ���� 
���� ��� ���� ��������� ��� ������ ���� ������� 
���������������� ���� λ �� ������ ���� dg �� ��� dp 

�������� ���� ���� 

dg 
dp f =0 

= gp − λT fp = gp − λT (Apx − bp). x̃ = 
x 

. 
α 

������ A(p) ��� b(p) ��� ���������� �������� 
������������ ��� ���� Ap ��� bp ��� ������ �� 
�������� ��� ���� ����� �������������� �� ����� 
����� ������� �������������� ���� �� �������� 

��� ����������������� ��� �������� �� ���� ���� ��� 
������� ������ ������ �������� �� ��������� gxxp = 
gx[A−1(bpi − Api x)] = [gxA−1](bpi − Api x)� ����� �� 
���� �������� ��� λT = gxA−1 �� ��������� � ������ 
������������� �������� �� ����� �� ��� ������������� ���� 
�������� ��� ������� ����� ��������� ����� ������ �� ���� 
������� �� ���� ���� ����������� �������������� �������� 
���� �� ��������������������� ��������� ���� 

��� ������������� f = Ax − αx ���� ����� �� 
N ��������� ��� ������� ���������� ��������� 
x̃� ��� ��� �������� ������ �� ������� ����� ��� 
���� �������� ������������ ��� ����� ������ ���� 
�� ���� ������ ��� �� ���� ������� ����� ��� 
�������� α� �� ��� α ������� �� π� �� ��� ����� 
������� |α|� �� ����� ������� ��� ������������� 
���� ��� ��������� ��� ������ |x|� ����� ��������� 
��� ���� |x = 1 �� xT x = 1� ���� ����� �� N + 1 
��������� 

|
f̃ = 0 ������ 

f̃ = 
f� λ �� ����� ������ � ��������� ����������� �� ��� ������� 

xT x − 1 
. 

����� ��� �� �� ��� ���� ���� ���� � �������� ���������� �� 
��� ����� ���� ��� ����� ��� �� ������ � �������� ���� 
������� �� �� ��� x ��� λ �� ���� ����������� �� �������� ����� ���� N + 1 ������� ��������� λ̃� 
�� p� ���� ���������� g̃� �� ��� �������� g̃λ = 0 ������� 
f = 0 ��� �� x �� ��� ��� �������� ��� ���������� ��� ��� 
x �� ������������ ������ ����� λ �� ��� � ���� ���������� ˜ λ 

λ = . 
β��� �� ���������� �� ��� ������� ��������� ��� x ������ 

�������� f = 0� 
� ��� �������������� x ��� A� ������� �� ��� ��������� ��� ������� ��������� ��� ���� ����� 

AT ��� ������� ��� ������� A† = AT ∗ ���� ���������� 
����������� (A − α)λ = g T − 2βx, ���x 

� 
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������ �� ��������� V (x) ������� �� ������� 
��� ψ(x) ��� ψ0(x) = 1+sin[πx+cos(3πx)] ����� 
��� �� ����������� 

�������� ���������� E�� �� ����������� �� ���� 
��� ��� V (x) ���� ��������� 

−xT λ = gα. ��� 

��� ���� ��������� �� ���� ������� ����� �� �� 
������������ A − α �� ��������� ���� � ���� ����� 
�� x� ����� ����� ������� ������ �� ���� �� ������ 
β �� ���� ��������� �� �������� ��� ����� � ��� 
���������� ���� ���� �� ���������� �� x �� ���� �� 
�� ��� �� ��� ���� ����� �� A−α� ���� ��� �� ���� 
���� xT (gx 

T − 2βx) = 0� ��� ���� β = xT gx 
T /2 

������ xT x = 1�� ��� ��������� λ ��������� 

(A − α)λ = (1 − xxT )g T = PgT ���x x 

����� P = 1 − xxT �� ��� ���������� �������� 
���� ��� ����� ���������� �� x� ���� �������� 
���� ��� � ��������� ��� �� ���� �� ��� ��������� 
���� ���������� �� ��� ��� ��� �������� �� x �� 
λ ��� ����� ���� � ��������� ������������� �� ��� 
����� λ = λ0 + γx ��� xT λ0 = 0 ��� ���� γ� 
������������ γ �� ���������� �� ���� γ = −gα� 
�������� ���� λ0 ���������� �� ����� �� ��� ��� 
��� ������� �������� ��� ���� � 1 

ψ(x) − ψ0(x) 2dx.dg 
dp f =0 

= gp−λT Apx = gp−λT 
0 Apx+gαxT Apx. 

g = |
−1 

|

��� 
�� �� ������� ���� d

dg 
p = gp + gxxp + gααp� 

�� ����������� ��� ���� αp = xT Apx� ���� �� 
� ���������� ������ ���� ������� ������� ��� 
������������ ������� ����� �� �� ����� �� ��� 
��������������� �������� 

� ������� ������� ������ 

�� � ���� �������� ������� �� �� �������������� 

�� ����� ���� ������������ �� ���� ���������� ��� 
�������� x ∈ [−1, 1) ���� N �������������� ������ 
xn = nΔx �Δx = N

2
+1 �� ��� ����� ��� ��� ����� 

���� ψ(xn) �� ����� ������� ������� �� ��� ���� 
��� ψ� ���� ��� �� ������� ���� ��� �������� 
�� ��� �������� ��������� �� ���� ��� ����������� 
x = ψ� ��� ���������� α = E� ��� ��� ������� 
���� V (xn) �� p = V� �� �� ���������� ��� ������ 
�������� ���� ��� ����� ���������������� ������� 
�� ��� Aψ = Eψ ���� ⎞⎛�������� ����� �������� ��� ����������� ������
 2 −1 0 0 −1· · · 

2�������� �� ��� ����������
 ⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ 

−1 
0 

−1 0 · · · 
2−1 −1 0 

� � � 

1 · · · 
d2 +diag(V).A = ���
+ V (x) ψ(x) = Eψ(x), Δx2− 
dx2 

−1 2 −1 
0 2���� �������� ���������� ψ(x + 2) = ψ(x)� ���� −1 0 

������ �� ���� � ����� V (x) ��� ����� ��� ψ ��� 
−1· · · 

E� ���� �������� �� ���� ������� � ���������� 
ψ0(x) ��� ��� ��� V (x) ���� ����� ψ(x) ≈ ψ0(x) 
��� ��� ������������ ������������� ����� ��� ��� 

� ����� P �������� ���� A − α� �� ��� ����� ��� λ0 

������ �� �� ��������� ������ ���� �� ��������� ������ 
���� �� �� ����� ���� �� ������� ����� ���������� �� x� ��� 
���������� �������� ���� ���� �� ���������� �� x ��� ���� 
���� �������� �� λ0 ������� ��� �������� ����� ��� �� 
��������� �� ����������� ��� ���� ������ �� P �� 

�� ������� �� ��������� ψ ���� ψ0� �� ψT ψ = 
1�� ������ � ���������� �������� P = 1−ψψT ��� 
P = 1 −|ψ� �ψ|� �� ����� ���������� ��� �������� 
������� �� g �� ��� 

g(ψ, V) = (ψ − ψ0)T (ψ − ψ0)Δx 

� �� ���� ���� �� ��������� ������ �� ����� ����� �� R 
�� �� �������� ψdx > 0� 

�




����� ψ0 �� ψ0(xn)� ��� ������ �������������� 
���������� gψ = 2(ψ − ψ0)T Δx ��� ����� �� 
��� ���� �� ��� λ ���� 

(A − E)λ = 2P (ψ − ψ0)Δx, ���� 

���� P λ = 0 �λ = λ0 ����� gE = 0)� gV ��� gE 

��� ���� �� ��������� AVn �� ������ ��� ������ 
���� 1 �� (n, n) ��� 0�� ���������� ��� ���� ���� 
���� 

dg 
= −λnψn

dVn 

�� ������������ dg = −λ � ψ ����� � �� ��� dV 
��������� ������� ��� �� �������� 
����� ��� ��� �� �� ����� ����� ��������� 

������������ ���� �� ����������� �� ��� ������ 
�������� ������������������ ����� ������ �� 
��� �� A �� � ������ ������� ���� ��� ��� ������ 
��� ���������� ��� ����������� ��� ��� ���� ����� 
���� ������ ���� �� ��������� ������� �������� 
���� �� ����� ���� ��� λ ��� ��� ������ ��� 
�������� ��������������� ������������������� ��� 
������ �� ����� ������ ���� � ���������������� 

dg����� ����� g ��� dV � �� ���� ���� ���� �� 
���� ���� ������������ ���������� �� ����������� 
��������� ��������� �������� ����� �� ���� ���� 
��� ���� ��������� 

��� ������������ ������� 

�� ���� �������� �� ���� � ��� ������� ������� 
���� ������� ��� ����� ��������� ���������� �� 
������������� ��� N = 100� �� ��� �������� ����� 
��� ��� ������������� ����� ���� ��� V (x) = 0� 
���� ��� �� ��� ����� � ����� ������������ �� � 
��������������� ������ ����� ��� ������� ������ 
�� ��� ��� ��������� �� �� �������� ���������� 
���� ���� �������� � ��� ������� �� � ��� �� 
��������� �� � ���� ���� ��������� 
����� ��� � ������ �� ������� ψ0(x) ���������� 

�� ����� ����� ����� �� ψ0(x) = 1 + sin[πx + 
cos(3πx)]� ����� ���� ��� ������������ ψ ���� 
����� ���� ��� ������ �� �� ������� ψ0 ≥ 0 ��� 
���������� ���� ψ0(x)� ����� ���� ��� ��������� 
ψ(x) ��� V (x) ����� ��� �� ����������� ��� ����� 
�� ����� �� ��� �������� ψ(x) ������� ψ0(x) 
���� ���� ������ ��� � ������ �� ����� �������� 
��� V (x) �� ����� ��������������� ��������� 
��� ����� ������ ������ 

� � ���� ��� ��������� ������������������ ������ 
��������� ������� ����� 

������������������������������������� 
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������ �� ��������� V (x) ������� �� �������� 
��� ψ(x) ��� ψ0(x) = 1 − |x| ��� |x| < 0.5� ����� 
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������ �� ��������� ψ(x) ��� ψ0(x) = 1 − |x|
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��� ��� ���� ψ0 ��� ��� ����� ����� ��� ��� 
���� ���������������� ψ0(x) = 1−|x| ��� |x| < 0.5 
��� 0 ��������� ������ ����� � ��� ���� � ��������� 
���� ψ0(x)� ����� ���� ��� ��������� ψ(x) ��� 
V (x) ����� ��� �� ����������� ��� ����� �� ��� 
��� �� ���������� �� ����� �������� ψ0 ������ 
����� �������� �� ��� � ��� ���� ������� ���� 
��� ��������������� ���� ���� ��� ����� ������� 
�������� ���� ����� �� ��� �� �������� ��� ���� 
�� ���������� �� ���� �� � ��� ���� ����� ��� ���� 
������ ���������� �� ����� �� �� ���� ψ(x) ��� ��� 
��� ��� ��� ���� ���� ��� ���� �� ����������� �� 
���� ��� ����� ����� ������ �������� ��� ��� ���� 
���������� �������� ��� ���������� ������ ������� 
����������� ���� ����� �� �������� �� �� ����� 
� ���� ��������������� �� ������� �� � �������� 
������������ ������ �� ��������� ���������� 

��� ������ ���� 

��� ��������� ���� ������ ��� g ��� dg � ���dV 
�� ������� ��� ������������� ψ ��� ��� ������ 
�������� ���������� E� ��� � ����� V ��� ψ0� 

� ������ ������������ � ��������������������� �� ����� 
� 
� ����� � ������������� ���� �� � ������� ������ � ������ ��� 
� � �� ��� ��������� ���� �� ����� ������� ������ ����������� 
� � ��������� � ���� � ������ � � ������ 
� ���� �������� ���������� ��� ��� ������ ������� ������ ��������� 
� ������������ ���� 
� 
� ������������ �� �������� ��� �������� � � �������� ���� � 
� ��� �������� �� � ����� ��� ���� ����� ��� 

�������� ������������ � ��������������������� �� ����� 
�� � ���� � ����� 
� � ���������� 
� � ������������������� �� � ���������� ����������� ����� 
������ � �� 
������ � �� 
� � � � � ���� � ���������� �� ����� 
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������������� � ����� � �������������������� �� ����� �������� 
������ � ���������� 
�� � ������������������ �� ����� 
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� ������������� �������� 

�� ���� �� ���� ������ �� x ���� ��� ���������� 
�� �������� ��������� ��������� ������ ��� ���� 
���� � ���� ���������� ���� ��� �������� �� ��� 
����������� x �� ����������� � ��� �� ��������� �� 
����� ��� �������� ������� �� ���� �� �� �������� 
����� ������� ��� � ������� ����������������� ��� 
��������� ��� �� ����� 

ẋ = Bx 

����� �������� ����� � ���� t ��� x(0) = b �� 
��������� 

x = x(t) = e Btb. 

����� �������� �� ������� � ������ �������� Ax = 
b ���� A = e−Bt� �� �� ��� ���� ����� ��� ������� 
���� �������� ���� ��� ������� �� ��� ���������� 
��� ���������� ��� ������������ �� ���� �������� 
g(x, p) ����� �� ��� �������� x �� ���� t� ���� 
�� ��� ��� ������� ������ λ ��� ���� 

e−BT tλ = g T .x 

������������� λ �� ��� ������� ��� �������� λ(t) 
����� � ���� t �� ��� ��� ������� ���� 

λ̇ = BT λ 

���� ������� ��������� λ(0) = gx 
T � �� ������ ���� 

�������� ���� �� ���� ������� ��� λ ������ ��� 
������ � ���� �� ������� ���������� �� ������ x� 
�� �� �� ����� x �� ����������� �� ��� ���� �� 
��� λ �� �� ��� ���� �� ������� �� ���� ��� 
����� ����� ���� �� ������ ������������� �� ��� 
��� ������������ ������� ������ �� ��� B ����� 
���� � ���� �������� ������ �� ���� ������ 
������ ����� ���������������� 
��� ��������� �������� �� ����� ����� �� ���� 

������� ��� ���� �� ��� �� ����� ��� ����������� �� 
B ��� BT ��� ������������������� ��� �� �� ��� 
�� ������ ������������ ���� �������� ������ ≤ 1� 
���� ��� ����� ��� 
�������� �� ��� ����� ���� ��� �������� dg ���dp 

�������� ���� 

dg 
= gp − λT (Apx − bp). 

dp 

���� ����� A = e−Bt� ��� ����� �� ������� 
�� ����� Ap = −Bpt A� ��� ���� �� ��� ���� · 

� 



������ �� ��� ���� ������� ���� ����� Bp ���� 
����� ���� B� �������������� ��� ������� ��� 
�������� ��� �������������� � ������ �������� 
���� ����� ��� �� �� ���� ������������ Ap = � t − e−Bt� 

Bpe
−B(t−t�)dt�� ��� ��� 

0 � tdg 
= gp + λT (t − t�)Bpx(t�)dt� + λT bp. 

dp 0 

���� �� ���������� ����������� ������� �� ������� 
����� ���� �� ���� �� ����� x(t�) �� ��� ����� 
0 ≤ t� ≤ t �� ����� �� ������� ��� ��������� 
������� ������� ��� ����������������� ��� ����� 
��������� ��������� 
���� ���������� �� ������� ��� ����� ���� �� 

������� ������������ A� ��������������� ������� 
������� �������� ������ ��������� ���� ��� ����� 
����� �� ���������� � ���� ������� ����������� �� 
��� �������� ��� ��������������������� ��������� 
������� ��� �� ����� �� ���� � ������� ������� 
��������� �������� �������� ��� ������� �������� 
λ �� ���������� �� ����������� � ������� ��������� 
���� ����� ��� ���� ����� �� x(t) �� ������� 
��� ������� ��������� �� λ(0)� �� ����� ��� λ(t) 
�������� �� �������� ����� ����������� �� ����� 
���������� ��������� �� ���� ���� t �� 0� 

���������� 

��� �� �� ������� ����� �� �� ������� �������� 
�������� ��� �������������� ����� ���� ��� 
��� ���������� ����� 

��� �� ���� �� ��� �� �������� ��� �� ������� 
�������� ����������� �������� ��� ������������ 
��������� ���������� ��� ������� ��� ���� 
��� ��� ��� ��������� ���������� ���� �� ���� 
�������� ���� ��� ��� �� ��� ���������� ����� 

��� �� ������� ������������� ������� ��� 
������������ ���������� ��� ���������� 
��������� ������ ����� 
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